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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время ядерные методы оценива�
ния широко применяют в алгоритмах интеллекту�
ального анализа данных (ИАД) [1, 2]. К перечню
подобного рода задач ИАД следует отнести обна�
ружение скрытых закономерностей с помощью
классической ядерной регрессии Надарая–Ватсо�
на [3–6], локально взвешенной полиномиальной
регрессии [7–10], моделирования и прогнозирова�
ния временных рядов [9, 11], кластеризации и рас�
познавания образов средствами радиальных ба�
зисных функций [12, 13]. Ядерная интерполяция
является эффективным инструментом эмпириче�
ской модовой декомпозиции изображений [14].

Важный раздел ядерных моделей ИАД состав�
ляют задачи непараметрического и полупарамет�
рического оценивания одномерных и многомер�
ных плотностей, среди которых следует отметить
гистограмму сглаженную сдвигом (Average Shifted
Histogram, ASH) [8], адаптивные ядерные оценки
распределения [15–17] и ассоциированные с ни�
ми модели конечной смеси [1, 18, 19] стандарт�
ных распределений.

Характерной особенностью регрессии Нада�
рая–Ватсона является необходимость выбора, в
определенной мере субъективного, параметров
ядерной интерполяции данных или применения

достаточно сложных по критерию вычислитель�
ных затрат методов оптимизации этих парамет�
ров [13].

Меру субъективности ядерной модели регрес�
сии возможно снизить, на наш взгляд, применяя
альтернативный подход, основанный на куму�
лянтном описании N�мерного вероятностного

распределения для объясняющих  = 

и результирующей  переменных.

На практике основной, а иногда и единствен�
ной информацией о системе случайных величин
(СВ)  …,  которую удается надежно оценить
по экспериментальным данным, является их ко�

вариационная матрица  =  и одно�

мерные плотности распределения вероятностей

(ПРВ)  …,  В рамках указанных
статистик рациональным для формирования не�
линейной регрессионной модели
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является ковариационное приближение много�
мерной ПРВ [20]

(2)

Здесь  – маргинальное распределение
факторов. Индексы суммирования степенного
ряда (2) – это элементы верхней треугольной мат�

рицы  принимающие целые неотри�
цательные значения из области

 

1. СТРУКТУРА КОВАРИАЦИОННОГО 
ПРИБЛИЖЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ 

РЕГРЕССИИ

Аддитивно�мультипликативная форма ряда (2)
позволяет получить в явной форме зависимость
условного математического ожидания результиру�
ющей переменной от статистических характери�
стик факторов. Будем исходить из предположения,
что ПРВ целевой переменной  имеет K�й поря�
док соприкосновения с осью абсцисс. В этом случае
соответствующие интегралы приобретают вид

(3)

Здесь  – безусловное математическое ожидание
СВ  Последующее вычисление интеграла (1) с
учетом (2) и (3) дает

(4)

где  – ковариационная матрица факторов;

Несложно заметить, что последнее равенство
представляет собой частную производную сов�
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местной ПРВ объясняющих переменных по фак�
тору  т.е.

В результате агрегирования (1) и (4) получают
ковариационное приближение модели нелиней�
ной регрессии

(5)

где  =  – N�й вектор�столбец ко�
вариаций факторов  с целевой переменной  в
матрице 

Закономерно, что полученная регрессионная
модель имеет явно выраженную сетевую архитек�
туру, подобную нейронной сети радиальных ба�
зисных функций [13]. На входы сети поступают
стандартный сигнал смещения (+1) и факторные
переменные  Роль “радиальных” ней�
ронов скрытого слоя сети, обеспечивающих не�
линейное преобразование и отображение на
пространство информативных признаков, вы�
полняют частные производные логарифма сов�
местной ПРВ объясняющих переменных. Ли�
нейный нейрон выходного слоя сети суммирует
реакции скрытых нейронов, веса которых  и

2. БАЙЕСОВСКАЯ МОДЕЛЬ
НЕЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

Дальнейшая конкретизация модели нелиней�
ной регрессии (5) возможна на основе аппрокси�
мации совместной ПРВ факторов  конеч�
ной смесью

(6)

эллипсоидально симметричных парциальных
распределений

(7)
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вероятность, вектор математического ожидания
и ковариационная матрица k�го парциального

распределения;  =  –  – пло�
щадь поверхности единичной сферы в

мерном пространстве факторов;  –
одномерное, монотонно убывающее по мере

 радиальное распределение с конечным мо�

ментом  = 

На практике для моделирования эллипсои�
дально симметричных распределений (7) широко
применяют три радиальные базисные функции
[12, 19, 21, 22]:

Гаусса –

 

Пирсона с параметром  –

Стьюдента с параметром  –

где  =  – бета�функция.

Анализ частных производных квадрата рассто�
яния Махаланобиса k�го парциального распреде�
ления факторов удобно выполнять в терминах

матрицы точности  =  т.е. обрат�

ной к ковариационной матрице  а именно

(Далее, если нет необходимости, не приводим зави�

симость метрики Махаланобиса  от ста�
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Дифференцирование логарифма конечной
смеси (6) с учетом представленных выше ради�
альных базисных функций и формулы (8) дает
байесовское приближение для ковариационной
модели (5) нелинейной регрессии:

(9)

где  =  – апо�
стериорная вероятность ассоциации текущих
значений факторов с k�м парциальным ядром

 Тип ядра определяется выбором радиаль�
ных базисных функций.
В случае модели Гаусса ядро имеет вид

(10)

в случае модели Пирсона –

в случае модели Стьюдента –

Здесь локальная аппроксимирующая гиперплос�
кость

ассоциирована с k�м парциальным ядром. Выра�
жение для этой плоскости удобно записать в век�
торной форме
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позволяет представить квадратичную форму в ра�
венстве (11) в терминах преобразования, анало�
гичного декоррелирующему [23]

(12)

Здесь  и  – матрицы сингулярных чисел и
ортонормированных собственных векторов кова�
риационной матрицы k�го парциального распре�

деления;  =  – нормированный вектор�

столбец ковариаций целевой переменной  с

факторами   =  – вектор�столбец

центрированных и нормированных факторов.

Далее подробнее проанализируем ковариаци�
онное приближение нелинейной регрессии для
популярного в практических приложениях случая
полигауссовского описания совместной ПРВ
факторов.

3. ПОЛИГАУССОВСКАЯ КОВАРИАЦИОННАЯ 
МОДЕЛЬ НЕЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

В случае полигауссовской аппроксимации
ПРВ факторов байесовское приближение модели
нелинейной регрессии получим в результате по�
следовательной подстановки формул (12) и (10) в
выражение (9)

(13)

Геометрический смысл этой модели удобно
анализировать в N�мерном информативном про�
странстве факторов и результирующей перемен�

ной. В текущей точке  регрессионная по�

верхность  представляет собой локальную
гиперплоскость. Смещение гиперплоскости, т.е.
расстояние от начала координат информативного
пространства до плоскости по нормали к ней со�
ставляет величину
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Поворот гиперплоскости определяется на�
правлением ее нормали

Иными словами, средневзвешенные положе�
ние и ориентация локальной аппроксимирующей
гиперплоскости определяются уровнями надеж�
ности  с которыми текущие значения
факторов  ассоциируют с k�м парциальным рас�
пределением. Таким образом, байесовское взве�
шивание обеспечивает адаптацию параметров
линейной регрессии к локальным областям под�
пространства факторов.

Важно отметить, что полигауссовское прибли�
жение (13) ковариационной модели нелинейной
регрессии согласуется с методологией нелиней�
ного метода главных компонент (Nonlinear Prin�
cipal Component Analysis, NLPCA) [24, 25]. Наря�
ду с иерархической NLPCA�моделью анализа
данных, представленной в [25, разд. 2.3], рацио�
нальной нейросетевой реализацией байесовской
модели (13) является, на наш взгляд, динамиче�
ская структура ассоциативной машины в виде ар�
хитектуры сети смещения мнений экспертов
(Mixture of Experts, ME) [13] (рис. 1). Ассоциатив�
ная машина содержит K сетей экспертов и агреги�
рующий модуль в виде сети шлюза. Каждый экс�
перт предлагает модель линейной регрессии

  наилучшую в k�й локальной
области пространства факторов  Сеть шлюза со�
держит K нелинейных нейронов, оценивающих
степени достоверности  мнений экспер�
тов. Выходной линейный нейрон машины агре�
гирует мнения экспертов, формируя средневзве�
шенную оценку (13) регрессионной поверхности.
Ассоциативная машина, как известно [13], явля�
ется универсальным аппроксиматором.

В последующих вычислительных эксперимен�
тах проанализируем результаты применения ре�
грессионной модели (13) для конкретных данных.

4. ОДНОМЕРНАЯ РЕГРЕССИЯ

Для двумерных данных (N = 2) полигауссов�
ское приближение (13) ковариационной модели
нелинейной регрессии приобретает вид

(14)

где  – среднее квадратичное откло�
нение k�й парциальной гауссовской ПРВ фак�
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тора x1. Очевидно, что при K = 1 равенство (14)
эквивалентно уравнению одномерной линейной
регрессии.

Нелинейная регрессия (14) тестировалась на
примере задачи моделирования и прогнозирова�
ния временного ряда (ВР)  
объемов ежемесячных авиаперевозок пассажиров
[26] в тысячах человек в течение 12 лет. Прибли�
жение (14) применялось для формирования нели�
нейной регрессионной зависимости  =
=  +  Здесь  – ошибка моде�
лирования данных;

– центрированный и нормированный ВР, полу�
ченный с помощью полиномиальных оценок тренда

( ),mv 1,2, ,144m = …

( )u m
( ){ }12u mθ − ( ) .e m ( )e m

( ) ( ) ( ){ } ( )u m m a m s m= −v

 = 116.97 +  +  и меры волатиль�

ности  = 11.411 +  +  Иными

словами, фактор  и целевую переменную  ас�
социировали с лаговым  и текущим 
отсчетами ВР соответственно. Ниже представле�
ны выборочные оценки безусловных статистик
этих переменных, необходимые для реализации
модели (14): 

Выборочная оценка ПРВ фактора  в виде ги�
стограммы сглаженной сдвигом гауссовского яд�
ра представлена на рис. 2 (кривая 1). Гистограмма
была получена по пяти разрядным интервалам и
пяти суженным подынтервалам. В дальнейшем
ASH�оценку аппроксимировали смесью двух
гауссоид (кривая 2) с помощью модифицирован�
ного EM�алгоритма [19, 27, 28]. Параметры дан�
ной полигауссовской смеси (6) представлены в
табл. 1. Этим параметрам соответствует завышен�
ное значение  для среднего квадратич�

Статистика

Оценка –0.003751 0.909439
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Рис. 1. Сеть смещения мнений экспертов: а) сеть k�го эксперта; б) ME�сеть.

Таблица 1. Параметры нелинейной регрессии авиапе�
ревозок

k

1 0.65  –0.1432 0.7625 1.01

2 0.35 0.3563 0.9156 0.97

kp ,1ka ,1kσ
( )опт
kσ
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ного отклонения (СКО) ошибки  моделиро�
вания данных.

Последующая настройка масштабов  и 
регрессионной модели (14) обеспечила наимень�
шую величину СКО  Оптимальные

значения  этих параметров также приведены
в табл. 1. Двухкомпонентная полигауссовская мо�
дель ПРВ фактора  отвечающая оптимальным
значениям параметров регрессионной зависимо�
сти (14), представлена на рис. 2 (кривая 3). Эта
ПРВ идеально согласуется с гауссоидой

 (см. рис. 2 кривая 4), соответ�
ствующей модели линейной регрессии. Зависи�
мость апостериорных вероятностей 

классов  от значений фактора  для опти�
мальной двухкомпонентной полигауссовской
смеси (6) дана на рис. 3. Диаграмма рассеяния
факторной  и целевой  переменных
(рис. 4) демонстрирует согласованность моделей
линейной регрессии и полигауссовского прибли�
жения нелинейной регрессии. Результаты моде�
лирования центрированного и нормированного
ВР  перевозок авиапассажиров и его прогно�
зирования на 12 месяцев вперед с помощью опти�
мальной регрессионной зависимости (14) пред�
ставлены на рис. 5.

( )e m

1,1σ 2,1σ

0.0375.σ =
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1,x

( )0.002;1.008N −

( )1Pr k x

1,2k = 1x

( )12u m − ( )u m
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5. ДИНАМИЧЕСКАЯ ОДНОМЕРНАЯ 
РЕГРЕССИЯ

Полигауссовское приближение (13) ковариа�
ционной модели нелинейной регрессии рацио�
нально применять для моделирования динамиче�
ской зависимости целевой переменной  от
факторов 

(15)

где  – время;  – субъективные
вероятности, с которыми локальные нелинейные
регрессионные модели

адекватно аппроксимируют целевую переменную
 на текущем временно\м интервале

  =  –  – центриро�
ванный и нормированный вектор�столбец факто�
ров на m�м временно\м интервале. Динамическую
зависимость (15) целевой переменной от факто�
ров уместно, на наш взгляд, назвать гирляндой
Гаусса.
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Рис. 2. Оценки ПРВ фактора: 1 – ASH�оценка распределения; 2 – полигауссовская аппроксимация; 3 – оптимальная
полигауссовская модель; 4 – гауссоида соответствующая линейной регрессии.
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Рис. 3. Апостериорные вероятности классов оптимальной полигауссовской модели ПРВ фактора: k = 1 (1) и 2 (2).

0.5

0

–0.5

–1.0

–1.5

–2.0

–2.5
1.00.5 1.50–1.0–2.0–2.5 –1.5 –0.5

u(m)

2.0 2.5
u(m – 12)

1

2

1.0

1.5

2.0

2.5
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нелинейной регрессии.
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 2 – прогноз на 12 месяцев; 3 – ошибка  моделирования данных.( ) ;u m ( )e m

Такого рода регрессионная модель хорошо со�
гласуется с архитектурой сети иерархического
смещения мнений экспертов (Hierarchical Mix�
ture of Experts, HME) [13] (рис. 6). Динамическая
HME�сеть состоит из двух уровней иерархии.
Нижний содержит J ME�сетей экспертов, форми�
рующих нелинейные регрессионные гиперпо�
верхности   в пространстве
факторов  Каждая из ME�сетей адекватно ап�
проксимирует данные в фиксированном интерва�
ле времени  Сеть шлюза верхнего уровня
иерархии агрегирует выходные реакции ME�сетей,
реализуя мягкий переход от модели к модели с по�
мощью их взвешивания субъективными вероятно�
стями  по временны\м интервалам. Здесь также
уместна аналогия с представленными в [25, гл. 8] ав�
тоассоциативными моделями NLPCA�подхода к
анализу данных. 

Рассмотренный выше подход применялся для
моделирования динамической регрессионной за�
висимости курса доллара США, устанавливаемо�
го Центральным банком Российской Федерации
(Банк России), от котировок нефти марки Brent.
Диаграмма рассеяния этих активов в период с
04.04.12 по 16.01.13 представлена на рис. 7. Оче�
видно, что практически важным является вопрос:
в какой мере уровень изменчивости курса долла�
ра, устанавливаемый Банком России, согласуется
с динамкой цен на нефть?

( ){ }, ,j Nx x t
�

� 1, 2, ,j J= …

.x
�

1[ , ].j jt t
−

( )jg t

Ответ на поставленный вопрос дает двумерная
(N = 2) гирлянда Гаусса

(16)

Гирлянда сформирована для трех временны\х
интервалов (J = 3): первый с 04.04.12 по 22.06.12,
второй с 22.06.12 по 23.08.12 и третий с 23.08.12 по
16.01.13. В качестве субъективных вероятностей

 выбирались трапециевидные модели с ли�
нейными участками переходных зон от нуля до
единицы продолжительностью семь дней, сим�
метрично расположенных относительно дат
22.06.12 и 23.08.12. Выборочные оценки описа�
тельных статистик биржевых активов для указан�
ных выше временных интервалов приведены в
табл. 2.

В качестве оценок ПРВ фактора  для трех
временны\х интервалов применялись гистограм�
мы сглаженные сдвигом трижды взвешенного яд�
ра Епанечникова. Гистограммы формировались
по пяти разрядным интервалам и двумстам
суженным подынтервалам. На рис. 8 представле�
на ASH�оценка (кривая 1) для первого временно\'
го интервала. Затем ASH�оценки аппроксимиро�
вали смесью трех гауссоид (кривая 2) с помощью
модифицированного EM�алгоритма. Парамет�
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Рис. 6. Сеть иерархического смещения мнений экспертов.
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Рис. 7. Диаграмма рассеяния котировок нефти Brent и курса валютной пары USD/RUR.
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рам этих полигауссовских описаний отвечают за�
вышенные значения СКО ошибки аппроксима�

ции данных   и

 для трех временны\х интервалов со�
ответственно.

Последующая настройка параметров регрес�
сионных моделей (16) для трех временны\х интер�
валов обеспечила наименьшие величины СКО

  и  соответ�
ственно. Квазиоптимальные значения парамет�
ров этих моделей приведены в табл. 3, а квазиоп�
тимальная трехкомпонентная полигауссовская
модель ПРВ фактора  для первого временно\го
интервала представлена на рис. 8 (кривая 3). Эта
ПРВ хорошо согласуется с гауссоидой

 (кривая 4), отвечающей модели
линейной регрессии. Рис. 9 иллюстрирует зави�
симость апостериорных вероятностей 

 от значений фактора  на первом вре�
менно\м интервале для квазиоптимальной трех�
компонентной полигауссовской смеси (16). Мо�
дели линейной регрессии и ковариационного
приближения нелинейной регрессии для первого
временно\го интервала представлены на рис. 10.
Результирующую гирлянду Гаусса, аппроксими�
рующую в среднем динамику поведения диаграм�
мы рассеяния активов Brent–USD/RUR, иллю�
стрирует рис. 11. Соотношение временных рядов
в виде курса доллара США, устанавливаемого
Банком России, и его регрессионной модели в за�

( )1 0.6678,σ =
( )2 0.1951σ =

( )3 0 .0675σ =

( )1 0.0538,σ =
( )2 0 .0412σ =

( )3 0.0549σ =

1x

( )109.62;9.42N

( ){ }1 1Pr k x t
( 1, 2,3)k = 1x

висимости от дневных котировок нефти марки
Brent демонстрирует рис. 12. Важно отметить, что
модель обеспечивает меньший уровень изменчи�
вости котировок валютной пары по сравнению с
курсом Банка России.

6. ДВУМЕРНАЯ РЕГРЕССИЯ

Для трехмерных данных (N = 3) полигауссов�
ское приближение (13) ковариационной модели
нелинейной регрессии приобретает вид

(17)
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Рис. 8. Оценки ПРВ котировок нефти Brent: 1 – ASH�оценка распределения; 2 – полигауссовская аппроксимация;
3 – оптимальная полигауссовская модель; 4 – гауссоида соответствующая линейной регрессии.

Таблица 2. Описательные статистики котировок нефти
Brent и валютной пары USD/RUR для трех временных
интервалов

Интервал j 

04.04.12–22.06.12 1 109.62 30.50  –12.3572

22.06.12–23.08.12 2 104.46 32.39  –2.6444

23.08.12–16.01.13 3 110.52 31.21 2.0627

( )
1

ja ( )
2

ja
( )
1,2

jb
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где   и  – средние квадратичные откло�
нения и коэффициент корреляции k�й парциаль�
ной гауссовской ПРВ факторов  и  Очевидно,
что при K = 1 равенство (17) эквивалентно урав�
нению двумерной линейной регрессии.

Байесовское приближение (17) применялось
для формирования нелинейной регрессионной

,1,kσ ,2kσ ,1,2kρ

1x 2.x

зависимости целевого ВР   объ�
емов ежемесячных продаж в США транспортных
средств (рис. 13, кривая 3) от двух факторных ВР –
продаж продукции химического производства
(кривая 1) и нефтепродуктов (кривая 2) в период с
января 1971 г. по декабрь 1991 г. [29]. Ниже приведе�
ны выборочные оценки безусловных статистик ВР,
необходимые для реализации модели (17):

Диаграмма рассеяния объясняющих ВР, пара�
метром которой является время, демонстрирует
наличие явно выраженной кластерной структуры
в динамике данных (рис. 14). Поэтому на первом
этапе формирования ковариационной модели
нелинейной регрессии (17) были выбраны пять
(K = 5) классов данных, соответствующие пяти
временны\м интервалам: 01.01.71–31.12.74;
01.01.75–30.06.79; 01.07.79–31.08.83; 01.09.83–
31.12.87; 01.01.88–31.12.91 с количеством отсче�
тов ВР 48, 54, 50, 52, 48 в каждом.

Параметры двумерной полигауссовской ап�
проксимации (6) ПРВ факторов (рис. 15а), полу�
ченные с помощью EM�алгоритма, приведены в
табл. 4. Значения СКО ошибки  аппроксима�
ции целевого ВР регрессионной моделью (17)
свидетельствуют о неприемлемо больших по�
грешностях моделирования данных.

Статистика

Оценка 11.743 13.390418 28.437772

( ),mv 1,2, ,252m = …

3a 1,3b 2,3b

( )e m
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Рис. 9. Апостериорные вероятности классов оптимальной полигауссовской модели ПРВ котировок нефти Brent: k = 1
(1), 2 (2) и 3 (3).

Таблица 3. Оптимальные параметры нелинейной ре�
грессии нефти Brent на валютную пару USD/RUR

k

j = 1, 

1 0.1657 100.84 9.0

2 0.3616 108.60 5.0

3 0.4727 117.60 10.0

j = 2, 

1 0.2689 99.27 6.0

2 0.3633 105.16 4.4

3 0,3678 108.0 8.0

j = 3, 

1 0.2135 108.11 1.300

2 0.4225 110.24 1.061

3 0.3640 112.50 1.467

( )j
kp

( )
,1
j

ka ( )
,1
j

kσ

( )1 0 .0538σ =

( )2 0 .0412σ =

( )3 0.0549σ =
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грессии на трех временны\х интервалах соответственно.
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Последующая настройка математического
ожидания (МО)  целевого ВР, а также МО 

 и СКО    для классов фак�
торных ВР на порядок уменьшает СКО ошибки

 регрессионной модели (табл. 5). Соответ�
ствующую этим параметрам полигауссовскую ап�
проксимацию (6) ПРВ факторов иллюстрируют
рис. 15б. На рис. 16а–16д представлены зависи�
мости апостериорных вероятностей 

классов  от значений факторов  и 

3a ,1,ka

,2ka ,1,kσ ,2,kσ 1,2, ,5,k = …

( )e m

( )1 2Pr ,k x x

1,2, ,5k = … 1x 2x

для исходных данных (слева) и квазиоптималь�
ной регрессионной модели (справа).

На рис. 17а представлено квазиоптимальное
регрессионное приближение (17) в случае пяти
классов (кривая 1) для ВР  ежемесячных про�
даж транспортных средств (кривая 2), а также ВР

 ошибок и методическая погрешность регрес�
сии, полученная рекуррентным сглаживанием
[30] с помощью модели Мак’Лейна наименьших
квадратов, взвешенных расстоянием (Distance
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Рис. 16. Окончание. 

Weighted Least Squares, DWLS) с весовой функци�
ей, предложенной в [31].

Методическую погрешность удается умень�
шить за счет увеличения количества классов ре�
грессионного приближения (17). В частности,

на втором этапе моделирования были выбраны
семь классов данных, соответствующих семи
временны\м интервалам: 01.01.71–31.01.74;
01.02.74–30.11.78; 01.12.78–30.06.79; 01.07.79–
31.08.83; 01.09.83–31.01.86; 01.02.86–31.12.87;

Таблица 4. Параметры полигауссовской модели совместной ПРВ продукции химического производства и неф�
тепродуктов

k 1 2 3 4 5

0.1905 0.2143 0.1984 0.2063 0.1905

3.1153 7.7041 16.8021 13.1280 13.0088

5.3692 9.41980 14.1693 16.7129 23.0941

1.0211 1.5837 1.5959 2.7113 2.1229

0.9989 1.6075 1.2430 0.9731 1.2911

0.9217 0.9168 0.5745 –0.2630 0.6244

20.7316 18.4281 19.9023 19.1368 20.7316

kp

,1ka

,2ka

,1kσ

,2kσ

,1,2kρ

( )k
σ
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01.01.88–31.12.91 с количество отсчетов ВР 37,
58, 7, 50, 29, 23, 48 в каждом. Настройка пара�
метров двумерной полигауссовской аппрокси�
мации (6) ПРВ факторов более чем в 20 раз

уменьшает СКО ошибки  регрессионной( )e m

модели (табл. 6) по сравнению с начальным
приближением, полученным с помощью EM�
алгоритма. Соответствующие этим параметрам

результаты моделирования ВР  представле�
ны на рис. 17б.
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Рис. 17. Полигауссовская ковариационная модель нелинейной регрессии для количества классов K = 5 (a) и 7 (б): 1 –
ВР v(m) ежемесячных продаж транспортных средств; 2 – квазиоптимальная регрессия; 3 – ВР e(m) ошибки регрессии;
4 – методическая ошибка регрессии.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получено байесовское приближение
ковариационной модели нелинейной регрессии.
Структуру модели реализует ассоциативная ма�
шина в виде сети смещения мнений экспертов.
Каждый эксперт формирует главную поверх�
ность, наилучшую в локальной области про�
странства факторов. Для текущей точки этого
пространства сеть шлюза оценивает достоверно�
сти главных поверхностей в терминах их апосте�
риорных вероятностей. Выходной линейный
нейрон машины агрегирует мнения экспертов,
формируя средневзвешенную апостериорную
оценку регрессионной поверхности.

Описание распределения факторов конечной
смесью эллипсоидально симметричных плотно�
стей и применение EM�алгоритма идентифика�
ции параметров парциальных распределений
обеспечивает возможность адаптации регресси�
онной модели к изменяющимся характеристикам
факторов. В рамках полигауссовской аппрокси�
мации ПРВ факторов главные поверхности есте�
ственным образом преобразуются в локально
взвешенные гиперплоскости.

Результаты вычислительных экспериментов
показывают, что для минимизации СКО ошибки
аппроксимации данных регрессионной моделью
параметры главных поверхностей, полученные с
помощью EM�алгоритма, необходимо корректи�
ровать в сторону увеличения эффекта сглажива�
ния факторов.
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Таблица 6. Квазиоптимальные параметры полигауссовской модели совместной ПРВ факторных ВР для K = 7 и
МО 

Параметр
 k

1 2 3 4 5 6 7

0.0868 0.0900 0.0278 0.4399 0.1151 0.0913 0.1505

3.6485 12.9298 10.6327 16.8021 10.0232 6.6546 8.4557

6.8875 16.3619 12.1274 14.1693 10.6582 11.1220 15.0111

2.4546 9.4436 3.0634 7.9795 3.3802 3.6667 9.9774

3.5605 9.4429 3.6747 6.2149 3.71693 4.5668 6.0681

0.7853 0.8969 0.8841 0.6345 0.1692 0.4437 0.6244

2.1050 1.3429 11.1267 1.5577 2.6857 3.3864 1.6226

3 10.5693a =

kp

,1ka

,2ka

,1kσ

,2kσ

,1,2kρ

( )k
σ

Таблица 5. Квазиоптимальные параметры полигауссовской модели совместной ПРВ факторных ВР для K = 5 и
МО 

Параметр
k

1 2 3 4 5

5.7633 8.8597 14.2818 11.1588 8.4557

9.9330 10.8327 12.0439 14.2059 15.0111

6.1267 8.7102 9.5754 14.9122 11.6757

5.9935 8.8410 7.4578 5.3520 7.1009

1.6552 1.4713 1.5890 1.5278 1.6552

3 11.1565a =

,1ka

,2ka

,1kσ

,2kσ

( )k
σ
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