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ВВЕДЕНИЕ
Результаты экспериментальных и теоретических 
исследований индикатрис рассеяния оптического 
излучения различными техническими и биологи-
ческими объектами нашли широкое применение 
в компьютерной графике при синтезе фотореали-
стичных изображений, в технологии изготовле-
ния волоконных световодов при оценке их каче-
ства, в колорометрических измерениях интенсив-
ности окраски дисперсных сред, в медицине для 
оценки физиологического состояния испытуемых. 
В этом, далеко неполном, списке предметных об-
ластей математическое описание отражательных 
характеристик образцов покрытий конструкцион-
ных материалов является важным этапом созда-
ния аппаратно-программных комплексов имита-
ционного цифрового моделирования изображений 
3D объектов и входных сигналов в оптико-элек-
тронных локационных системах различного на-
значения [1].

Для исследования индикатрис отражения све- 
та шероховатыми поверхностями и светорассеива-
ющими средами широко применяют фотометри-

ческие методы. Комплексы установок для прове-
дения гониоспектрофотометрических измерений  
разработаны Гуревичем [2], Топорцом [3, 4], Непо- 
годиным [5], Торрансом, Спарроу и Биркеба- 
ком [6]. Экспериментальные данные, полученные 
с помощью таких информационно-измерительных 
систем, позволяют сформировать физически обо-
снованную структуру математической модели для 
индикатрисы коэффициента яркости образца по-
крытия.

Применительно к задачам компьютерной гра-
фики [7, 8] и машинного зрения [9] предложено 
большое количество математических моделей ин-
дикатрис рассеяния оптического излучения ше-
роховатыми поверхностями. В фундаментальной 
монографии [10] представлено подробное исследо-
вание индикатрис рассеяния электромагнитных 
и акустических волн шероховатыми поверхностя-
ми. Важно отметить, что модели фотометрических 
характеристик покрытий должны обеспечивать ра-
циональный компромисс между адекватным опи-
санием основных физических закономерностей 
трансформации пространственной индикатрисы  
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в зависимости от условий облучения и наблюде-
ния и, вместе с тем, достаточно небольшим объ-
емом вычислительных затрат. Это требование по-
зволяет моделям эффективно функционировать 
в составе комплексов имитационного цифрового 
моделирования входных сигналов оптических ло-
кационных систем.

В работе [1] представлены результаты экспе-
риментальных и теоретических исследований 
индикатрис рассеяния оптического излучения 
образцами покрытий конструкционных материа-
лов. В частности, проанализированы характерные 
особенности поведения индикатрис в зависимости 
от углов падения и наблюдения лучистого потока, 
степени его поляризации и шероховатости покры-
тия. Измерения, выполненные в видимом и ближ-
нем инфракрасном спектральных диапазонах с по- 
мощью прецизионного гониоспектрофотометра, 
позволили идентифицировать наличие диффузно- 
и направленно-рассеянных составляющих инди-
катрис образцов. Напротив, зеркальная (когерент-
ная) составляющая отсутствует, что согласуется  
с критерием Рэлея её появления [4]. Обнаруженные 
закономерности позволили в рамках рассмотрен-
ного выше экспериментально-теоретического под-
хода обосновать выбор лучевой модели Бугера для 
аппроксимации направленно-рассеянной компо-
ненты индикатрисы и Ламберта для её диффузной 
составляющей [1, с. 18].

Многолетняя практика имитационного цифро- 
вого моделирования входных сигналов оптико-
электронных локационных систем [11–13] проде-
монстрировала наличие значимых ошибок аппрок-
симации экспериментальных данных фотометри-
ческих характеристик для определенных типов 
покрытий конструкционных материалов. Целью 
данной работы является устранение указанного 
недостатка в рамках модифицированной параме-
трической модели индикатрисы рассеяния опти-
ческого излучения шероховатой поверхностью.

1. СТРУКТУРА МОДИФИЦИРОВАННОЙ 
МОДЕЛИ ИНДИКАТРИСЫ
Детальный анализ базы данных эксперименталь-
ных s- и p- поляризационных компонент индика-
трис рассеяния оптического излучения различ-
ными типами покрытий конструкционных ма-
териалов в видимом и ближнем инфракрасном 
диапазонах спектра позволил выявить основные 
источники значимых ошибок аппроксимации,  
а именно:

• грубое приближение диффузно-рассеянной 
составляющей моделью Ламберта;

• инвариантность параметров модели к углу па-
дения лучистого потока.

Иными словами, попытка корректного описа-
ния сложной физической закономерности, скры-

той в данных чрезмерно малым количеством пара-
метров в ряде случаев не оправдана. Последующий 
анализ наглядно продемонстрировал адекват-
ность экспериментальным данным, полученных 
в результате гониоспектрофотометрических изме-
рений [1], следующей модификации фацетной мо-
дели Бугера–Ламберта для индикатрис силы света
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и коэффициента яркости соответственно

 ( ) ( )rel, , , , cos .r Iψ θ ϕ ψ θ ϕ θ=  (2)

Здесь 0 ≤ ψ ≤ π ∕2 — угол падения лучистого пото-
ка на образец (рис. 1); –π ∕ 2 ≤ θ ≤ π ∕ 2 — полярный  
и –π ∕ 2 ≤ ϕ ≤ π ∕ 2 — азимутальный углы направле-
ния измерения доли отражённого излучения.

Практика показала, что удобно исследовать аб-
солютные значения индикатрисы I (ψ, θ, ϕ), норми-
рованные на величину силы света в направлении 
зеркального отражения I (ψ, –ψ, 0).

Двухкомпонентная смесь (1), широко приме-
няемых на практике экспериментально обосно-
ванных аппроксимаций индикатрис, является 
достаточно гибкой моделью, поскольку описыва-
ет основные типы рассеяния оптического излуче-
ния покрытиями конструкционных материалов,  
а именно направленное, диффузное и обратное [14]. 
Веса wB и wD в правой части модели (1) определя-
ют соотношение между направленно- и диффузно-
рассеянными компонентами индикатрисы. Вместе 
с тем, необходимо отметить, что в модели отсут-
ствует описание зеркальной (когерентной) состав-
ляющей рассеяния оптического излучения.

Мультипликативная структура направленно-
рассеянной компоненты в соответствии с моделью 
Бугера с достаточной для практики точностью 
описывает процессы однократного отражения 
зондирующего излучения множеством микропло-
щадок, образующих шероховатую поверхность 
образца. Нормали фацетов случайным образом 
ориентированы в пространстве. Плотность распре-
деления площадей микрограней в зависимости от 
ориентации их нормалей рационально описывать 
функцией
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где σB — параметр масштаба распределения пло-
щадей микроплощадок, определяющий величи-
ну угловой расходимости направленно-рассеянной 
компоненты индикатрисы, т.е. характер отраже-
ния, а именно в случае:

• σB → 0 — компонента моделирует отражение 
лучистого потока, стремящееся к зеркальному;

• σB = 1 — отражение является идеально диф-
фузным;

• σB >> 1 — появляется явно выраженный мак-
симум рассеянного излучения в направлении об-
ратного отражения.

Отметим следующие важные отличия от луче-
вой модели Бугера, представленной в работе [14]. 
В тригонометрические равенства для расчёта по-
лярного угла α для нормалей микроплощадок, 
зеркально отражающих долю падающего потока 
в направлении измерения (θ, ϕ), и угла «двухпози-
ционности» 2γ между направлениями облучения  
и наблюдения образца (рис. 1) введён параметр 
смещения Δψ для угла падения ψ, т.е. ψB = ψ + Δψ.

Иными словами, Δψ учитывает эффект смеще-
ния максимума направленно-рассеянной компо-
ненты индикатрисы относительно направления 
зеркального отражения, обусловленный резуль-
татом свёртки распределения S(α, σB) с дифрак-
ционной индикатрисой рассеяния излучения 
микроплощадкой шероховатой поверхности [15]. 
Упрощение состоит в замене дифракционной ин-
дикатрисы с конечной угловой расходимостью 
импульсной функцией Дирака. Такое прибли-
жение в соответствии с фильтрующим свойством 
δ-функции даёт оценку S (αB, σB). В итоге, «эффек-
тивный» угол падения ψB приобретает смысл па-
раметра положения для распределения площадей 
микрограней.

2. ПОЛЯРИЗАЦИОННЫЕ  
ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОКРЫТИЯ
Поляризационные характеристики покрытия об-
разца учитывает коэффициент отражения излуче-
ния микроплощадкой R(γB). Величина R(0) в моде-
ли (1) представляет собой значение коэффициент 
отражения микрогранью лучистого потока при 
его нормальном падении ψ = 0°. Для плоскопо-
ляризованного падающего пучка в приближении  
геометрической оптики оценка R(γB) выражается 
через энергетические коэффициенты отражения 
света [16], т.е. квадраты модулей комплексных ам-
плитудных коэффициентов отражения Френеля 
|rP(γB)|2 — для параллельной и |rS(γB)|2 — перпен-
дикулярной поляризационных компонент излуче-
ния [1, с.19]

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ){ }

2 2

2 2

1
2

2
2

cos ,

B P B S B

P
P B S B

R r r

D
r r

γ γ γ

γ γ ξ β

= + +

+ - -

( ) ( )
{ }
{ }

2 2
2 2

2 2

tg

tg

( ) ( )

( ) ( )

sin
,

sin

B B
P B S B

B B

a a
r r

a a

γ γ
γ γ

γ γ

- +

- +

- +
=

+ +

( )
{ }
{ }

2 2
2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

cos
,

cos

B
S B

B

a a
r

a a

γ
γ

γ

- +

- +

- +
=

+ +

( )
{ }

2 2 2

22 2 2 22

1
2 4

sin
.

sin

B

B

n
a

n n

λ λ

λ λ λ λ

κ γ

κ γ κ

ì üï ï- +ï ïï ïï ïï ï= í ýï ïï ï+ - - +ï ïï ïï ïî þ





Здесь DP — степень поляризации лучистого пото-
ка, ξ — угол наклона электрического вектора элек-
тромагнитной волны к плоскости падения, β — 
угол между нормалью к микроплощадке и плоско-
стью падения.

Определенные трудности практического при-
менения представленной выше модели R(γB) свя-
заны с достаточно скудными справочными данны-
ми о спектральных зависимостях коэффициентов 
преломления nλ и поглощения κλ покрытий кон-
струкционных материалов [17]. Коэффициент пре-
ломления лакокрасочного покрытия (ЛКП) удаёт-
ся оценить с помощью измерения для различных 
углов падения степени поляризации лучистого 
потока в направлении зеркального отражёния. 
Наибольшая степень поляризации отраженного 
потока имеет место при угле падения Брюстера, 
тангенс которого определяет приемлемую для 
практики оценку коэффициента преломления 
ЛКП [1, с. 13, 29].

Рис. 1. Система координат гониофотометрических из-
мерений.
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3. ЗАТЕНЕНИЕ И МАСКИРОВКА 
МИКРОПЛОЩАДОК
При «скользящих» углах падения и наблюдения 
ψ, θ → π∕2 отражённый поток заметно ослабляет-
ся за счёт затенения (относительно излучателя)  
и маскировки (относительно приёмника) микро-
площадки её соседями. Этот эффект учитывают 
коэффициентом ослабления потока, который ав-
торы статьи [14] определяют, как отношение не-
затеняемой и немаскируемой части площади ми-
крограни к её общей площади. В работе [18] оцен-
ки вероятности P(ψB, θ, ϕ) отсутствия затенения и 
маскировки лучей получены методами теории вы-
бросов случайных процессов в сечениях статисти-
чески неровной поверхности образца плоскостями 
падения и наблюдения.

Для последующего эффективного применения 
полученных теоретических оценок в комплексе 
имитационного цифрового моделирования инди-
катрису P(ψB, θ, ϕ) аппроксимируют выражением, 
структура которого определяется правилом
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вычисления вероятности совместных событий от-
сутствия затенения (Shadowing — S) и маскиров-
ки (Masking — M). В работе [1, с. 22] предложены 
простые параметрические модели для вероятно-
стей PS и PM этих событий, а также коэффициента 
их корреляции ,SMC  адекватные теоретическим 
оценкам [18]
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Основой указанных моделей послужил одно-
мерный микрорельеф шероховатой поверхности, 
рассмотренный в [14]. Нормали к плоским фаце-
там рельефа случайным образом распределены  
в плоскости образованной нормалями к образцу и 
микроплощадке (рис. 2). Углы ψP, θP, γP представ-
ляют собой сферические проекции углов ψ, θ, γ на 
указанную выше плоскость. В перпендикулярном 

направлении рельеф обладает параллельной сим-
метрией.

С учётом введённого выше параметра смещения 
ψB соответствующие тригонометрические функ-
ции вычисляют по формулам
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Числовые значения параметров σC, σP, uP, vP 
минимизируют средний квадрат ошибки аппрок-
симации теоретических оценок [18].

4. ДИФФУЗНАЯ КОМПОНЕНТА  
ИНДИКАТРИСЫ
Диффузная составляющая индикатрисы обуслов-
лена многократными отражениями лучистого по-
тока микрогранями покрытия, а также рассеяни-
ем в его слое, что приводит к деполяризации опти-
ческого излучения. Иными словами, диффузная 
компонента практически не зависит от состояния 
поляризации падающего потока. Анализ экспери-
ментальных данных гониофотометрических изме-
рений показал, что закон Ламберта не обеспечива-
ет необходимую точность аппроксимации диффуз-
ной составляющей индикатрисы для некоторых 
типов покрытий конструкционных материалов. 
Этот факт демонстрирует зависимость экспери-
ментальных значений двунаправленного коэффи-
циента яркости (BiDirectional Reflectance — BDR) 

dat
rel cos( )I θ θ  от угла наблюдения θ (рис. 3).  

Здесь dat
rel ( )I θ  — относительная индикатриса силы 
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Рис. 2. Модель микрорельефа.
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света Irel (ψ, θ, ϕ) одного из образцов ЛКП, измерен-
ная в плоскости падения ϕ = 0° для угла ψ = 60° и 
длины волны облучения λ = 1,04 мкм.

Линейная аппроксимация (1,5978 + 0,000054θ) 
указанной индикатрисы в диапазоне углов  
–40°≤ θ ≤ 0° изображена пунктирной прямой. Зна- 
чимая степень отклонения данных от этого прак-
тически постоянного уровня в диапазоне углов на-
блюдения 20° ≤ θ ≤ 80° подтверждает низкую точ-
ность приближения диффузной компоненты зако-
ном Ламберта.

Приемлемую точность описания обеспечивает 
параметрическая модель эллипсоида вращения, 
одна из осей которого совпадает с нормалью к об-
разцу (ось z на рис. 2)
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где σD — параметр масштаба, задающий величи-
ну угловой расходимости диффузной-рассеянной 
составляющей индикатрисы, Δθ — параметр сме-
щения максимума диффузной компоненты относи-
тельно вектора нормали к образцу покрытия. Сим-
вол (+) означает операцию обнуления отрицатель-
ных величин функции, если таковые имеют место.

Важно отметить, что значения σD = 1 и Δθ = 0° 
определяют S (αD, σD), как частный случай лам-
бертовской индикатрисы, поскольку cosαD = cosθ. 
Для плоскости падения (ϕ = 0°, рис. 1) в соответ-
ствии с тригонометрическими тождествами полу-

чим cosαD = cos(θ + Δθ). Иными словами, отрица-
тельные значения параметра Δθ < 0 смещают мак-
симум диффузно-рассеянной составляющей инди-
катрисы в область положительных величин угла 
наблюдения. В противном случае Δθ > 0 максимум 
смещается в область отрицательных величин θ.

5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Точность аппроксимации результатов измере-
ний в плоскости падения ϕ = 0° относительной 
индикатрисы силы света dat

rel  ( , )I ψ θ  и соответ-
ствующего ей коэффициента яркости rdat(ψ, θ) = 
= dat

rel  ( , ) cosI ψ θ θ  модифицированными парамет- 
рическими моделями (1) и (2) исследовалась для 
различных типов ЛКП конструкционных матери-
алов в видимом и ближнем инфракрасном диапа-
зонах спектра неполяризованного (DP = 0) оптиче-
ского излучения. Поиск оптимальных параметров 
U = (wB, Δψ, σB, wD, Δθ, σD) моделей выполнялся  
с помощью алгоритма деформируемого многогран-
ника Нелдера–Мида [19] по критерию минимума 
относительного среднего квадрата ошибки (СКО)
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аппроксимации экспериментальных данных. 
Здесь M — количество измерений для текущего 
угла падения ψ.

В качестве примера в табл. 1 приведены опти-
мальные значения параметров модели (2) коэффи-
циента яркости r(ψ, θ) и относительного СКО для 
двух углов падения одного из образцов ЛКП.

Графики на рис. 4 и 5 иллюстрируют законо-
мерности трансформации направленно- и диффуз-
но-рассеянной компонент индикатрисы коэффи-
циента яркости r(ψ, θ, ϕ) этого образца в плоскости 
падения ϕ = 0° по мере изменения угла падения ψ 
лучистого потока.

Сравнение графиков на рис. 4 и 5, а также пара-
метров модели (2) показывает, что индикатриса ко-
эффициента яркости слабо зависит от длины волны 
λ в видимом и ближнем инфракрасном диапазонах 
спектра оптического излучения. Иными словами, 
зависимость абсолютных значений индикатрисы 
I(ψ, θ, ϕ) от длины волны в основном определяется 
спектральными зависимостями коэффициента пре-
ломления nλ ЛКП и индикатрисы силы света в на-
правлении зеркального отражения I (ψ, –ψ, 0).

Оптимальные значения параметров модели (1) 
относительной индикатрисы силы света Irel (ψ, θ) 
выбранного образца ЛКП в зависимости от угла 
падения сведены в табл. 2. Наименьшие значения 
относительного СКО указаны в левой колонке фи-
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0,75
–100                          –50                              0                               50                            100

θ, град

       cosdat
relI θ         θ

Рис. 3. Значимые ошибки аппроксимации законом 
Ламберта.
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Таблица 1. Параметры модели коэффициента яркости

ψ, град wB Δψ, град σB wD Δθ, град σD M MSE, %

λ = 0,91 мкм

60 1,76 5,5 0,22 1,59 0 0,85 22 2,94
70 1,5 5 0,1 0,55 2,6 1,0 34 5,07

λ = 1,04 мкм 

60 1,8 5,5 0,2 1,59 0,8 0,85 24 2,64
70 1,27 5 0,096 0,52 2,6 1,0 29 4,94
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Рис. 4. Трансформации коэффициента яркости на дли-
не волны λ = 0,91 мкм. 1 — эксперимент; 2 — модель 
диффузной компоненты; 3 и 4 — направленная компо-
нента и её модель; 5 — модель коэффициента яркости.
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Рис. 5. Трансформации коэффициента яркости на дли-
не волны λ = 1,04 мкм. 1 — эксперимент; 2 — модель 
диффузной компоненты; 3 и 4 — направленная компо-
нента и её модель; 5 — модель коэффициента яркости.

Таблица 2. Зависимость параметров модели силы света от угла падения

ψ, град wB Δψ, град σB wD Δθ, град σD M MSE, %

0 2,439 50 0,250 1,050 –9 0,820 22 5,63 5,63
10 0,963 29 0,100 1,019 0 0,950 23 1,72 5,59
20 0,852 20 0,175 1,068 0 0,925 24 2,18 4,04
30 1,023 17 0,120 1,203 –1 0,900 24 1,87 1,97
40 0,574 15 0,120 1,390 0 0.900 24 2,21 2,21
50 0,668 12 0,082 1,644 1 0,920 24 1,97 3.00
60 1,054 9 0,100 1,596 5 0,900 24 3,76 3,76
70 1,427 5 0,095 0,501 3 0,950 29 4,49 4,49
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нального столбца таблицы. Данные соответствуют 
длине волны облучения λ = 1,04 мкм.

Графики на рис. 6 иллюстрируют закономер-
ности трансформации направленно- и диффузно- 

Рис. 8. Пространственные модели индикатрис коэффи-
циента яркости (а) и силы света (б).

рассеянной компонент относительной индикатри-
сы силы света по мере изменения угла падения ψ 
лучистого потока.

Важно отметить, что параметрическая модель 
(3) обеспечивает конечное значение предела при ψ,  
θ → π∕2 для величины P(ψB, θ, ϕ) ∕{cosψ cosθ}. 
Графики на рис. 7 иллюстрируют индикатрисы 
вероятности P(ψB, θ, ϕ) отсутствия затенения и ма-
скировки микрограни её соседями для плоскости 
падения ϕ = 0°.

Пространственные модели индикатрис ко-
эффициента яркости r(ψ, θ, ϕ) и относитель-
ной индикатрисы силы света Irel (ψ, θ, ϕ) образ-
ца ЛКП на длине волны λ = 1,04 мкм для угла 
падения ψ = 70° (см. табл. 1 и 2) представлены  
на рис. 8.

Также отметим, что программное обеспече-
ние системы геометрического моделирования 
антропогенных 3D объектов обеспечивает рас-
чёт необходимых тригонометрических функций 
с достаточно малыми вычислительными затра 
тами.
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Рис. 6. Трансформации силы света на длине волны  
λ = 1,04 мкм. 1 — эксперимент; 2 — модель диффузной 
компоненты; 3 и 4 — направленная компонента и ее мо-
дель; 5 — модель относительной индикатрисы.
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Рис. 7. Индикатрисы вероятности отсутствия затене-
ния и маскировки: 1 — ψ = 0°; 2 — ψ = 30°; 3 — ψ = 50°; 
4 — ψ = 60°.
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6. РЕГУЛЯРИЗОВАННАЯ  
ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ  
МОДЕЛЬ ИНДИКАТРИСЫ
Результаты оптимизации демонстрируют доста-
точно сложные зависимости параметров u1, …, u6 
модели индикатрисы силы света от косинуса угла 
падения ψ зондирующего излучения для различ-
ных типов ЛКП конструкционных материалов  
в видимом и ближнем инфракрасном диапазонах 
спектра (см. табл. 2). Более того, как показали вы-
числительные эксперименты, изменения этих па-
раметров могут приводить к значительному уве-
личению относительной СКО аппроксимации 
экспериментальных данных. В этой связи, раци-
ональной основой для формирования регрессион-
ных зависимостей параметров индикатрисы от ко-
синуса угла падения является принцип регуляри-
зации Тихонова–Филипса. Смысл этого принципа 
сводится к выбору компромисса между «слож-
ностью» кусочно-полиномиальных регрессион-
ных моделей q1j(b),…, q6j(b) для параметров инди-
катрисы и приемлемо малыми относительными 
СКО аппроксимации экспериментальных данных. 
Здесь bj = cosψj, j = 1, 2, …, 8, а ψj — углы паде-
ния, реализованные в экспериментальных изме- 
рениях.

Простой и, вместе с тем, удобной для реализа-
ции принципа регуляризации является сохраняю-
щая форму (shape-preserving) кусочно-кубическая 
интерполяция полиномами Эрмита [20]
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где j = 1, 2, …, 7, hj = bj+1 – bj, a  =  b – bj. Полино-
мы Эрмита (5) аппроксимируют зависимости пара- 
метров

( )1 1 ,B jw u q b= »    ( )2 2 ,ju q b∆ψ = »

( )3 3 ,B ju q bσ = »    ( )4 4 ,D jw u q b= »

( )5 5 ,ju q b∆θ = »    ( )6 6 ,D ju q bσ = »

индикатрисы силы света от косинуса угла падения 
на интервалах bj ≤ b ≤ bj+1.

Стандартным критерием «сложности» скры-
тых закономерностей является их гладкость в ви-
де приемлемо малых значений суммы квадратов 
первых производных. В связи с этим отметим че-
тыре важных свойства интерполянта Эрмита

• qkj(bj) = ukj и qk(j+1) (b j+1) = uk(j+1) — равенство 
значений полиномиальной регрессии и скрытой 
закономерности в узлах интерполяции;

• ∂qkj(bj) ∕∂b = dkj и ∂qk(j+1)(b(j+1)) ∕∂b = dk(j+1) — 
возможность выбора первых производных поли-
номиальной регрессии. Правила выбора значений  
dkj и dk(j+1) для сохраняющей форму интерполяции 
Эрмита [20] обеспечивают достаточную гладкость 
аппроксимации закономерности на интервалах 
интерполяции.

В качестве меры «сложности» скрытой законо-
мерности рационально выбрать критерий, подоб-
ный критерию, предложенному в [21]
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а именно величину, пропорциональную сумме 
квадратов численных оценок первых производных  
δkn = NΔkn регрессии (5). Здесь N = 100 — количе-
ство интервалов дискретизации косинуса угла па-
дения 0 ≤ c ≤ 1, qk (cn) — значение интерполянта Эр-
мита (5) для отсчёта cn = (n – 1) ∕ N. Этот критерий 
имеет интуитивно понятный смысл, поскольку 
пропорционален оценке длины
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графика кривой uk = qk (cn). Иными словами, чем 
«сложнее» закономерность, тем длиннее будет её 
кривая.

Предлагаются следующие критерии регуляри-
зации кусочно-полиномиальной регрессии:

• умеренное увеличение СКО аппроксимации 
экспериментальных данных (правая колонка фи-
нального столбца табл. 2) для регрессионных моде-
лей по сравнению с аналогичными ошибками для 
нерегуляризованной модели индикатрисы (левая 
колонка финального столбца табл. 2);

• приемлемая «сложность» интерполянта Эр- 
мита (5) по критерию (6);

• тенденции поведения полиномов в зависимо-
сти от косинуса угла падения должны быть физи-
чески интерпретируемыми.

Для последующего анализа необходимо разли-
чать два пространства. Первое — это пространство 
U(u1, …, u6) параметров индикатрисы. Второе — 
это пространство, определенное вектором  
Qk = (qk1, …, qk8)T значений k-го параметра модели (1), 
например первого wB (второй столбец табл. 2), соот-
ветственно для углов падения ψ1, …, ψ8. В простран-
стве U выполняют покоординатный поиск, последо-
вательно анализируя указанные выше параметры.

Поиск оптимальных значений k-го параметра 
индикатрисы реализуют в пространстве Qk по кри-
терию минимума агрегированного критерия отно-
сительных средних потерь

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1 2 ,D i D i CD i= +Q Q Q
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где 0 1 2, , ,i =   — номер итерации поиска;  
Q[i] = [Q1[i]|…|Q6[i]] — блочная матрица, j-я стро-
ка которой содержит параметры индикатрисы для 
угла падения ψj; Qk [i] — вектор-столбец значений 
k-го параметра индикатрисы для углов падения 
ψ1,…, ψ8, т.е. узлы интерполянта (5), корректиру-
емые на i-ой итерации; lkn[i] — длина n-го сегмен-
та интерполянта для k-го параметра индикатрисы 
на i-ой итерации; C ≥ 0 — вес предпочтения крите-
рия «сложности».

В качестве начального приближения Qk [0] вы-
бирают опорный вектор (uk1, …, uk8)T , т.е. текущий 
столбец табл. 2 со второго по седьмой включитель-
но. Соответственно lkn[0] — длина n-го сегмента 
интерполянта Эрмита для k-го опорного вектора. 
Очевидно, что начальное значение агрегирован-
ного критерия относительных средних потерь 
тождественно равно нуля. Поэтому оптималь-
ное значение критерия должно быть отрицатель-
ным, что логично интерпретировать как приобре- 
тения.

Важно отметить, что каждая строка блочной 
матрицы Q[0] обеспечивает (по мнению эксперта) 
значимый минимум MSE j [0] критерия (4) для со-
ответствующего угла падения ψj. Иными словами, 
D1(Q) — это штраф за неприемлемо большое уве-
личение относительных СКО кусочно-кубической 
интерполяции Эрмита по сравнению с опорным 
вектором. В пространстве Qk опорный вектор мо-
жет не гарантировать минимум агрегированного  
критерия средних потерь. Вторая компонента D2(Q)  
этого критерия решает эту проблему, поскольку 
штрафует за «сложность» кусочно-кубической ре-
грессии.

Поиск значений Qk кусочно-кубической регрес-
сии (5) для k-го параметра модели (1) оптимальных 
по критерию минимума агрегированных сред-
них потерь выполнялся с помощью алгоритма 
деформируемого многогранника Нелдера–Мида. 
Регуляризованные значения узлов интерполян-
тов Эрмита, т.е. параметры модели относитель-
ной индикатрисы силы света на длине волны  
λ  = 1,04 мкм выбранного образца ЛКП сведены  
в табл. 3.

Соответствующие величины относительных 
СКО, представленные в правой колонке финально-
го столбца табл. 2, демонстрируют приемлемое уве-

личение ошибок аппроксимации эксперименталь-
ных данных по сравнению с нерегуляризованой 
моделью. Финальные потери и приобретения, ре-
ализованные в результате поиска компромиссных 
значений для узлов интерполянтов (5), составили 
D1(Q) = 0,288 и D2(Q) = –0,285. Соответственно 
D(Q) = –0,282 для веса слабого предпочтения C = 2 
по лингвистической шкале Томаса Саати.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлены двухкомпонентные параметриче-
ские модели индикатрис силы света и коэффи-
циента яркости излучения, рассеянного шеро-
ховатой поверхностью конструкционного мате-
риала. Структура моделей учитывает основные 
физические закономерности трансформации ин-
дикатрис в зависимости от состояния поляриза-
ции лучистого потока, спектральных характе-
ристик оптических постоянных покрытия образ-
ца и условий его облучения-наблюдения, а также 
затенения и маскировки микрограни шерохова-
той поверхности её соседями. В рамках метода 
регуляризации Тихонова–Филипса выбрана мо-
дель относительных средних потерь, обеспечи-
вающая компромисс между точностью аппрок-
симации экспериментальных данных и сложно-
стью регрессионных зависимостей параметров 
индикатрис от косинуса угла падения. Вместе 
с тем, модели не требуют значительного объёма 
вычислений, что обеспечивает их эффективное 
применение в аппаратно программном комплек-
се имитационного цифрового моделирования 
изображений и входных сигналов оптико-элек-
тронных локационных систем различного назна- 
чения.

Авторы выражают благодарность кандидату 
технических наук Александру Дмитриевичу Ре- 
шетко за многолетнее плодотворное сотрудниче-
ство и неоценимую помощь в проведении экспери-
ментальных исследований.

Таблица 3. Регуляризованные узлы интерполянтов 
Эрмита

ψ, град wB Δψ, град σB wD
Δθ, 

град σD

0 2,439 50 0,250 1,050 –9 0,820

10 0,963 29 0,213 1,059 –3 0,875

20 0,852 20 0,175 1,068 –2 0,925

30 0,713 17 0,120 1,203 –1 0,913

40 0,574 15 0,120 1,390 0 0,900

50 0,668 12 0,082 1,644 1 0,900

60 1,054 9 0,100 1,596 5 0,900

70 1,427 5 0,095 0,501 3 0,950
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